Diofantoszi egyenletek

Diofantoszi egyenletrl akkor beszéliink, ha az egyenletben szerepl egylitthatok egész szamok, ¢€s a
megoldéasokat is az egész szamok korében keressiik. Ha az egyenletben szerepl ismeretlenek els
hatvanyon szerepelnek, akkor az egyenletet linearisnak nevezziik. Ebben a fejezetben olyan linedris
diofantoszi egyenletekkel foglalkozunk, amelyekben az ismeretlenek szama kett. Ezek a egyenletek
tehat kétismeretlenesek.

Egy a diofantoszi egyenletek megoldasara szolgalod algebrai modszer ismertetése utan kidolgozzuk az
euklideszi algoritmus kiterjesztett valtozatat, ami nemcsak meghatarozza két egész szdm legnagyobb
kozos osztojat, hanem megadja azokat az egyiitthatokat is, amelyekkel a legnagyobb kozos o0sztot a
két egész linedris kombinacidjaként allithatjuk el. A kiterjesztett euklideszi algoritmus adja
keziinkbe az altalanos modszert a lineéris két ismeretlenes diofantoszi egyenletek megoldaséhoz.

V¥ Algebrai megkozelités
Tekintsiik elsként a
2:x+y=3
egyenletet. Keresslik azokat az x €sy egész szamokat, amelyeket az egyenletbe helyettesitve
azonossaghoz jutunk. Az ilyen [x, y] parokrol azt mondjuk, hogy az egyenlet megoldasai. Jelen
az esetben nem lesz nehéz dolgunk az x és y meghatarozasaval. Fejezziik ki y-t az egyenletbl
y=3-2-x

¢és vegylik észre, hogy az x valtozonak adott tetszleges egész érték meghatarozza az y valtozo egy
szintén egész értékét. Példaul x =0 esetén y = 3, igy azt mondhatjuk, hogy a [0, 3 ] par megoldasa
egyenletiinknek. Hax-nek a -5 értéket adjuk, akkor y-ra 13 adodik, tehata [ -5, 13 ] par is
megoldasa az egyenletnek.

Példak

Soroljunk fel tovabbi megoldasokat

X y=3-2-x | Megoldas: | Behelyettesites
[x, ]

1 1 [1,1] 2-1+1=3

2 -1 [2,-1] 2:2-1=3

3 -3 [3,-3] 2-3-3=3

4 -5 [4,-5] 2:4-5=3

Ezzel az eljarassal, marmint azzal, hogy x-nek tetszleges értéket adunk, majd kiszamitjuk a neki




megfelel y értéket, végtelen sok megoldast tudunk elallitani. Mivel x-nek szabadon adhatunk
értekeket, ezért azt szabad valtozonak hivjuk, és altalanossagban azt mondjuk, hogy az egyenlet
megoldasa [x=1,y=3-2-¢].

Az elég vilagos, hogy y-t nem valaszthattuk volna szabad valtozonak, hiszen példaul azy =0
értékadas nem hataroz meg x-nek egész értéket. Valoban, ha az egyenletben y helyére 0-t
helyettesitlink, akkor az 2-x =3 egyenlethez jutunk, olyan egész szam pedig nincs, amelynek a
kétszerese 3-mal egyenl. E tekintetben tehat az egyenlet két valtozdjanak szerepe nem
felcserélhet. Azt a valtozot kell kifejezniink, amelynek egytitthatdja 1 abszolut érték (ha van
ilyen), és a masik valtozot tekinthetjlik szabad valtozonak. Eddigi megfigyeléseinket az alabbi
tételben foglalhatjuk Gssze.

11.1.1. Tetel

Ha az a ¢és a b szamok koziil valamelyik 1 abszolut érték, akkor az
ax+by=c

egyenletnek végtelen sok megoldésa van.
Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy |a| = 1. Ekkor egyenletiink a eljelének fliggvényében
x+by=c

vagy pedig
-x+by=c

alakt. Mindkét esetben ugy jarunk el, hogy x-et kifejezziik, y-t pedig szabad valtozonak tekintjiik.
Legyen tehat y =¢, és ekkor az els esetben a megoldéasok

x=c-b-t, y=t,
a masodikban pedig

x=bt-c, y=t.
A |b| =1 eset ugyanigy lathato be.

Most térjlink ra az olyan két ismeretlenes egyenletek vizsgalatara, amelyekben mindkét
egylitthato abszolut értéke kiillonbozik 1-tl. Példaként vegyiik a

2:x+7y=3

egyenletet, és fejezziik ki az egyenletbl x-et. Azért ezt, mert ennek egyiitthatoja a kisebb abszolut
értek. Kapjuk az

_3-=Ty
x =
2
egyenletet, melyetx = % - 77 -x alakba irva, konnyen tdmadhat olyan 6tletlink, hogy valasszuk

sz€t a két tort egész és tortrészét. Ehhez végezziink ela3 =2-1 + 1 és7=2-3 4+ 1 maradékos
osztasokat. Behelyettesités utan



(2 141)-(2:341)y _ (2:1-2:3-y) + (1-y)
2 2

Mivel x egész, valamint a 1 -3-y is az, ezért a jobboldali tort sem lehet mas, mint egész szdm. Azt
irhatjuk tehat, hogy valamely x, egeszre

=(1-3-y) _I_I_;y__

_1-y
X =5
Bevezetve azy =y, jelolést, atrendezessel a
2:x,+y,=1

egyenlethez jutunk. Ez pedig mar egy olyan egyenlet, amelyben azy, egyiitthatojanak abszolut
erteke 1. Ilyenkor pedig, mint lattuk, nincs mas dolgunk, minty,-et kifejezni, ax;-et pedig szabad
véltozonak tekinteni. Tehat

x, =t es y =1-2-4

melybl az x ésy értéke mar az y =y, ésazx = %’Z egyenlségek felhasznélaséaval
kiszamithato:
y=1-2-¢,
3—7y 3-7-(1-2-1) -4 +14-¢
= = = =-2+7-t
T 2 2 *

Azt mondhatjuk tehat, hogy kiindulasi egyenletiink megoldasai [S-7-7, 2-¢- 1], ahol ¢ tetszleges
egész. Hogy valoban megoldasokkal allunk szemben, arrdl egyszer behelyettresitéssel konnyen
meg is gyzdhetiink:

2x+Ty=2-(-2471) +7-(1-21) = -4 + 141 +7-14-1=3 .

Nézziink most vissza, és foglaljuk dssze, hogy milyen 1épésekkel jutottunk el a vizsgalt egyenlet
megoldasaig. Magat a megoldast az a szerencsés tény véletlen szolgaltatta, hogy a kiindulasi
egyenletet egy redukcids 1épéssel sikeriilt viszavezetni olyan egyenletre, melyben valamelyik
egyiitthaté mar 1 abszolut érték. De hogy jutottunk ehhez az egyenlethez? Ezt foglalja 6ssze az
alabbi tablazat, melynek els harom oszlopat feliilrl lefelé, mig negyedik oszlopat lentrl felfelé
kell olvasni, ahogy ezt az egyes 1épések feltiintetett sorszamai is mutatjak.

A megoldando A megoldas lépései Uj véltozok | A megoldasok
egyenlet

Legyen a 1. Az egyenletben szerepl mindharom 2. x=x 10.x=x =-2-3-¢
megoldando egész szam oszthato 5-tel. !
egyenlet

200x +15y=
-10

Y=y y=y =2+4t

Az 1ij egyenlet

4 X, +3 Y= 3. Mively1 egylitthatdja a kisebb abszolut
-2 érték, ezt kifejezziik az egyenletbl




> wth(ant):

> LinDi oAl g(2,3,4,cal);
Részl et ek negj el enit ése(Li nDi oAl g):

Egyenlet Uj valtozé  Uj valtozé
2x+3y=4 X=X, Y=
_ _ 3 _
2x,+3y =4 )cl—Z—Ey2 VI=W
2x,+y,=0

Er edmény( Li nDi 0Al g):

{x=24+3t,y=-21¢}

> Li nDi oAl g( 20, 15,-10, cal );
Részl et ek mnegj el enit ése(Li nDi oAl g):

"Az ANT (Algorithmic Number Theory) csomag iidvézli Ont!"

9. Az x, és az Yy értéke mar
2-4 X 4y = ismert (lasd. az also cella), igy
"= 3 ) azokat behelyettesitve kapjuk
i X-et és ) -et
5. Valasszuk szét a jobboldali tort egész =1 / é "2_)‘2‘1'% )92 =-2-3-¢
és tortrészét
-2-x _ i
Y =X, + 3
-2-4-(-2-3-1)
6. A jobboldali tort sziikségképpen egész - 3 -
szam ezért alkalmas Y, egészre +4-¢
~ —2—x2
y2 - 3
Az 10j egyenletet 7. Ez az egyenlet mar megoldhato, hiszen 8 x. =-2-3¢
. egyik valtozdjanak egyiitthatdja 1 2
Xy +3¥,= -2, | abszolat érték. Ezt kifejezziik, a masik Y. =t
valtozét pedig szabad véltozonak 2
tekintjik.
Péeldak
|> restart;

(1.1.1)
X y
x=2+3t y=-2t
x, =243t y,=-2t¢
X, =t y,=-21
(1.1.2)




Egyenlet U] valtozo U] valtozo x y
20x+15y=-10 x=x Yy=n x=-2—3¢t y=2+4t¢
_ _ __2 _ 4 _ _
4x,+3y,=-2 x,=x, N=-3 3N x,=-2-=3t y,=2+4¢
X, +3y,=-2 x,=-2—=31 y, =t
Er edmény(Li nDi oAl g) :
i {x=-2-=3ty=2+4+41t} (1.1.3)
V1112 Tétd
Tegyiik fel, hogy az
ax+by=c (D)

kétismeretlenes diofantoszi egyenletben sem a sem b nem 1 abszolut érték. Ekkor megadhato
olyan

a;x; +byy,=c  (2)

linerasi diofantoszi egyenlet, amelyre
|a1‘ < |a| vagy |b1| <1b|.

Tovabba a (2) egyenlet minden megoldasa egyértelmen meghatarozza az (1) egyenlet egy-
egy megoldasat €s (1) minden megoldasa elall ilyen mddon.

Bizonyitas

Az attekinthetbb formalizmus kedvéért tételezziik fel, hogy az a-x + b-y = c egyenletben
1 <a < b. Osszuk el b-t és c-t maradékosan a-val

b=a-q,+b, (O§b1<a),
c=aq,+c (0£c1<a),
ezutan fejezziik ki x-et az a-x + b-y = c egyenletbl €s helyettesitsiik be b €és ¢ most kapott
kifejezését
c-b-y a-qc+cl—(a-qb+b1)-y a-(qc—qb-y) -l-(cl—bl-y) ¢ -byy
. a B a BEGER a4

Az egyenlség jobb oldalan lév tort szitksegképpen egész, mivel ket egész szamnak, nevezetesen
x-nek és (q,-q, V) -nak a kiilonbsége. Igy bevezetve az

Y=N0

Jelolést azt irhatjuk, hogy alkalmas x, egész szamra



amibl atrendezéssel kapjuk, hogy
ax, +b;y =c.
Feltételezéseinket figyelembe véve a b, egyiitthatora a
b, <a<b,

becslés adodik, és ezzel a tétel els allitasat belattuk.

Ha [xl, yl] megoldasa a masodik egyenletnek, akkor

X=qo i Tx Y EN
megoldasa az els egyenletnek. Tehat az masodik egyenlet [xl, yl] megoldasa meghatdrozza az

eredeti egyenlet [x, y] megoldasat. Az pedig, hogy az els egyenlet minden megoldasat
megkapjuk ilyen modon, az az elvégzett redukcios 1€pés alapjan nyilvanvalo.

A most igazolt tétel rendkiviil hasznos, mert megadja kulcsot tetszleges linearis diofantoszi
egyenlet megoldasahoz. Ugyanis korabban bemutatott példainkkal ellentétben korantsem biztos,
hogy egy redukcios 1épéssel sikeriil olyan egyenlethez jutnunk, amelyben valamelyik egyiitthato 1
abszolut érték.

Am tételiink alapjan azt biztosan tudjuk, hogy redukcios 1épés eredményeként adodé egyenletben
valamelyik egyttthato abszolut ért€kben hatarozottan kisebb a kiindulasi egyenlet megfelel
egyiitthatdjanal. Igy ha a redukcios 1épést Gjra és ujra megismételjiik kapott egyenletekre, akkor a
keletkez egyenletek egyiitthatdi abszolut értékben egyre kisebbek, igy sziikségképpen elbb-
utobb olyan egyenlethez kell jutnunk, amelyben mar valamelyik egyiitthaté abszolut értéke 1. Ezt
pedig mar kdnnyen meg tudjuk oldani. Ezutan nincs mas tennivalonk, mint az utolsé egyenlet
megoldasainak birtokéban visszafelé haladva egyenként meghatarozni a folyamatban résztvev
egyenletek megoldasait, koztiik a legelsét, melynek megoldasait keressiik.

Az aldbbiakban egy olyan egyenletet oldunk meg, melynek megoldasédhoz két redukcids 1épéssel
tudunk eljutni.

A megoldas Uj valtozok A megoldasok
menete
Legyen a 1. Az egyenletben szerepl mindhdrom egész szam | 2, x =x ! 15.x=
megoldandé oszthato 2-tel. “12 4+21¢
egyenlet =
YN y=102

62-x+42-y 31

=3540
Az 0j egyenlet 3. Mivel y, egyiitthatéja a kisebb abszolut érték,
31:x; +21-y, |y -etkifejezziik az egyenletbl

=1770




1770-31-x,
4.x,=x, +21¢
< ~102
5. Valasszuk szét a jobboldali tort egész és tortrészét =1 / 2(11770 - gjll_x 1) /
6-10-x,
n= 84+ ———
6. Mivel a jobboldali tort sziikségképpen egész szam
ezért alkalmas ), egész szamra
6-10-x,
27
Az 1j egyenlet 7. Mivel X, egyiitthatoja a kisebb abszolut érték,
10-x, +21-y, | x,-tkifejezziik az egyenletbl
= 6 p—
6-21-y, 8. 1, =);
X, =——. _
2 10 X 13.x,=-12
=1/ 106421y} 211
9. Valaszzuk szét a jobboldali tort egész és tortrészet Y2~ 6—107
2y, 4 022
x = - .
AT
10. Alkalmas x5 egészre
X, = ¢ _y3
3 10
Az 1ij egyenlet 11. Ez az egyenlet mar megoldhato, hiszen egyik 12. X3 =1t
_ valtozdjanak egytitthatdja 1 abszolut érték. Ezt _
10-x; +y;=6. kifejezziik, a masik valtozot pedig szabad Y3 =6-10-¢
valtozonak tekintjiik.

Figyeljiik meg az els oszlopban fellép egyenletek egyiitthatoinak valtozasat, ami jol szemlélteti
a 10.1.2 tételben elmondottakat.

Peldak
Az alabbi utasitas outputjan szépen nyomon kovethetjiik a szamitasi eljaras lépéseit.

> Li nDi oAl g(62, 42, 3540, cal );
Részl et ek negj el enit ése(Li nDi oAl g):

[ [Egyenlet, U] valtozo, U] valtozo, x, y |,




62x +42 y=3540,x=x,y=y,x=-12+21£y=102 =31 t],

590 31
3L+ 21y = 1770, =x = 22 — -

X x, =12 +21 £,y, =102

— 31 t},

10x2+21y2=6,x2=% —%y3,y2=y3,x2=—12 + 21 t,y2=6—10t},

10 x, +y3=6,,,x3=t,y3=6—10tH

Er edmény(Li nDi oAl g) :

{x=-12+21¢y=102 =31 ¢}

V¥ A kiterjesztett euklideszi algoritmus (KEA)

Tekitsiik az a és b egészeket. Vegyiik a-nak b-vel valdo maradékos osztasat

a=bqg+r (0<r<b)

¢s fejezziik ki az egyenlségbl a maradékot

r=a-b-g=1-a+ (-q)-b.

(1.1.4)

Mit fejez ki ez az egyenlség? Azt, hogy az osztas maradékat el tudtuk allitani az osztand6 és az
o0sztd egy linedris kombinacidjaval, vagyis talaltunk olyan egész szamokat (1 és -¢), hogy
egyikkel az osztandot (a-t), masikkal az osztét (b-t) megszorozva és a két szorzatot 9sszeadva
megkapjuk a maradékot.

Az euklideszi algoritmus maradékos osztasok sorozata. Ebben a sorozatban minden egyes
osztasra érvényes elbbi megjegyzésiink, vagyis, hogy az osztas maradéka elall az osztando ¢€s
az 0sztd linedris kombindciojaként. Igen am, de az euklideszi algoritmus maradékos osztasai
kozott szoros kapesolat van, nevezetetesen az, hogy a minden egyes osztast kdveten az osztot
osztjuk a maradékkal. Ez az észrevétel kapcsolatot teremt az egyes 1épésekben elalld linearis
kombinaciok egylitthatoi kozott.

Példaként hatarozzuk meg 94 és 28 legnagyobb kozos osztojat euklideszi algoritmussal! irjuk fel
a maradékos osztasokat, ¢s minden egyes Iépésben fejezziik ki a maradékot az osztando és az
oszt6 linearis kombinacidjaként.

EA osztasai Maradékot Magyarazat
kifejezziik
94=3-28 + 10 10=1-94-3-28 10 eléll a 94 és a 28 linearis
kombinaciojaként
28=2-10 +8 8=1-28-2-10 8 elall a 28 és a 10 linearis
kombinaciojaként

10=1-8+2 2=1-10-1-8 2 elall a 10 és a 8 linearis




kombinacigjaként

Forditsuk most figyelmiinket a kz€ps oszlopra. Ennek utolso celljaban a maradek (=2) van
kifejezve az utols6 osztds osztandojanak (=10) és osztdjanak (=8) linearis kombinacidjaként. Am
ez a 2 nem mas, mint a kiindulasi két egész legnagyobb kdzos osztdja. Tehat ugy is
fogalmazhatunk, hogy /nko(94, 28) eléll az utolsé osztas osztandojanak és osztdjanak linedris
kombinaciojaként, egész konkrétan

Inko(94,28)=1-10-1-8.
Es most kihasznaljuk azt, hogy az euklideszi algoritmusban az aktualis osztas osztoja ez elz

1épésben elvégzett osztas maradéka. A kdzéps oszlop masodik cellajaban éppen 8 van kifejezve
a 28 és a 10 linearis kombinacidjaként. Ezt a fenti egyenlségbe helyettesitve

Inko(94,28)=1-10-1-(1-28-2-10) =-1-28 +3-10,

ez pedig azt mutatja, hogy a legnagyobb k6zos o0sztot el tudtuk allitani a masodik osztas
osztanddjanak (=28) €s osztojanak (=10) linedris kombinaciojaként is.

Ha a harmadik osztasrol vissza tudtunk 1épni a masodikra, akkor j6 okunk van bizakodni abban,
hogy a masodikrol is vissza tudunk 1épni az elsre. Es valoban nem csalatkozunk reményeinkben,
hiszen nincs més dolgunk, mint 10-nek a kdzéps oszlop els cellajaban taldlhato elallitasat az
elbb kapott egyenlségbe helyettesiteni:

Inko(94,28)= -1-28 +3-(1-94-3-28) =3-94-10-28 .

Es ezzel elértiik célunkat, nevezetesen azt, hogy 94 és 28 legnagyobb kozds osztéjat el tudjuk
allitani 94 és 28 egy linearis kombinaciojaként. Az itt konkrét szamokon bemutatott
gondolatmenet altalanosan is érvényes. Igaz ugyanis a kovetkez

11.2.1. Tétel

Tetszleges a és b egészekhez Inko(a, b) elallithatd az a és b egy lindris kombinacidjaként,
vagyis létezik olyan x ésy egész szam, hogy

Inko(a, b) =x-a +y-b.
Bizonyitas

A bizonyitast elegend nem negativ szamokra elvégezni, mert [nko(a, b) = Inko(|a|, |b|). Az az
eset is konnyen kezelhet, amikor » =0. Ugyanis ekkor

Inko(a,0) =a=1-a+0-0.
Végiil ha b | a, akkor
Inko(a,b) =b=0-a +1-b.

Feltehetjiik tehat, hogy b pozitiv és nem osztdja a-nak. Ekkor az euklideszi algoritmus legalabb
ket osztasbol all, €s az utolso eltti osztas maradéka, ami egyben az utolsé nem nulla maradék is,
nem mas, mint a legnagyobb k6zos 0sztd. Es mint lattuk, a maradékos osztas maradéka
kifejezhet az osztando €s az oszt6 egy linearis kombinécidjaval.

Legyen az euklideszi algoritmus (i — 1)-edik osztasa
@ =b ity

amibl a maradékot kifejezve



ro1 = mbiyg

Az euklideszi algoritmus alapjan az i-edik osztdsban az (i — 1)-edik osztds osztojat osztjuk az (
i — 1)-edik osztds maradékaval. Tehat az i-edik osztas alakja

biy=rirq;tn
alaku, és tegyiik fel, hogy az utolso eltti osztéasra tett észrevételiink teljesiil erre az osztésra is.
Nevezetesen azt tessziik fel, hogy alkalmas x és y egészekre

Inko(a,b) =x-b,_, +y-r,_,.
Ebbe az egyenlségbe az r;_, elallitasat helyettesitve az
Inko(a, b) =x~bl._1 +y-(al._1—bl._1'ql._1) =y-a; ;+ (x—y-ql._l) ‘b;_, .

egyenlséghez jutunk, ami azt fejezi ki, hogy Inko(a, b) eldll az (i-1)-edik osztas
osztandojanak és osztdjanak linedris kombinacidjaként is.

Foglaljuk 0ssze a bizonyitas 1épéseit. Elsként ramutattunk arra, hogy az euklideszi algoritmus
utolsoé eltti osztasaban szerepl maradék, vagyis a legnagyobb k6zos 0szto, elall ezen osztas
osztanddjanak ¢€s osztojanak linedris kombinaciojaként. Majd feltettiik, hogy ez a tulajdonsag az i-
edik osztasra is teljesiil, ¢s megmutattuk, hogy ekkor az (i-1)-edik osztasra is teljesiil.

Mindebbl mar kdvetkezik, hogy az euklideszi algoritmus sordn elvégzett minden osztasra, és igy
specidlisan a legelsr’e is igaz, hogy az Inko(a, b) elall az osztando és az 0szt6 lineéris
kombinaciojaként. Am az els osztasban éppen a-t osztjuk b-vel, tehat /nko(a, b) az a és b linearis

Példak

A kovetkez tablazat els oszlopaban az euklideszi algoritmus osztasait olvashatjuk. Mint lathato
89 ¢és 26 relativ primek, Inko (89, 26) = 1. A masodik oszlopban sorr6l sorra kifejeztiik az osztas
maradékat az osztando és az o0szt6 linearis kombinaciojaként.

A két utolso oszlop celldinak kitoltése alulrol felfelé haladva tortént, a benniik feltiintetett
sorszamoknak megfelelen. Az 1. sorszamu celldba egyszeren athoztuk az utolsé nem nulla
maradék elallitasat. Az ebben szerepl 3-at a felette 1év sorban talalhato elallitasaval
helyettesitettiik. Ez talalhatd a szamolas oszlop 2. sorszamu celldjaban. Az itt kijelolt mveleteket
végeredményét az Eredmény oszlop 3. sorszamu cellajaban tiintettiik fel. Ezt az eljarast folytattuk
a 7. 1épésig.

Maradékos Maradék Szamolas: az elz eredménybe Eredmény
osztas elallitasa helyettesitjiik az aktualis osztas
maradékanak elallitasat

89=3-26+11 [11=1-89-3 | 6./nko(89,26) =3-26-7-(1-89-3-26) 7.1Inko(89,26) =-7-89
26 = +(-7)-28

26=2-11+4 | 4=126-2 |4.mko(89,26) =-1-11 +3-(1-26-2-11) | 5.1nko (89, 26) =3-26-7
11 = 11

11=24+3 3=1-11-24 | 2. Inko(89,26) =1-4-1-(1-11-2-4) = 3.Inko(89,26) =-1-11
+3-4




|4=1.3+1 | 1=14-1-3 | 1.Inko(89,26) =1-4-1
3

Figyeljiik meg, hogy az Eredmény oszlop szé€pen mutatja a legnagyobb kozos oszto elallitasait
az adott sorban elvégzett osztas osztanddjanak és osztoéjanak linedris kombinacidjaként.

Tekintsiik a 3. 1épésben talalhato elallitast. Eszerint
Inko(89,26)=-1-11 +3-4,

tehat a legnagyobb kozos 0sztd a 11 és a 4 linedris kombinacidjaval ugy all el, hogy az
alkalmazand6 egytitthatok -1 és 3. Most térjlink ra a 4. 1épésben elvégzett szamitasra, de most ne
végezziik el a mveletek soran keletkez 6sszevondsokat. Az

Inko(89,26)=-1-11 +3-(1-26-2-11) =3-26 + ((-1)-3-2)-11.
Es most fogalmazzuk meg, hogy az elallitasban szerepl konstansok értéke hogy alakul.

Az osztand6 (26) egylitthatoja megegyezik az elz eldllitasban az oszt6 (4) egyiitthatdjaval.
Ami a az oszt6 (11) egyiitthatdjat illeti, abban (-1) az elz elallitas osztanddjanak egyiitthatdja.
A 3 az elz elallitas osztdjanak egyiitthatdja, a 2 pedig az adott Iépésben elvégzett osztas
hanyadosa. Tehét a kdvetkez két szabalyt fedeztiik fel. Az aktualis 1épésben

* az osztando egylitthatoja megegyezik az elz 1épésbeli 0sztd egyiitthatdjaval, tovabba

* az osztd egyiitthatojat ugy kapjuk, hogy az elz elallitds osztojanak egyiithatdjabol levonjuk
az elz osztas osztoja egylitthatdjanak €s az aktualis osztas hanyadosdnak szorzatat.

Kéretik ellenrizni, hogy ez a szabalyossag a fenti tdblazat minden sorara érvényben marad.

Ideje nekiallni a legnagyobb kzds 0sztd linedris kombinacidként valo elallitasat elvégz
algoritmus kidolgozasanak. Az eddigiek alapjan vilagos, hogy elsként el kell végezni magat az
euklideszi algoritmust. Masodikként az utolsé6 nem nulla maradékot adé osztasabol kifejezziik a
maradékot, vagyis legnagyobb k6z0s 0sztot.

Azt is lattuk, hogy visszafelé kell haladnunk az euklideszi algoritmusban elvégzett maradékos
osztasok sorozatdban mindaddig, amig el nem ériink az els osztdsig. Mar csak egy kérdésre
keressiik a valaszt. Ha mar kiszamitottuk az i-edik 1épésben alkalmazandoé egyiitthatokat (ezt az
utolséra mar gondolatban megtettiik), akkor ezekbl hogyan kell meghatarozni az (i — 1)-edik
1épésben alkalmazandé egytitthatokat?

Erre a kérdésre ugyan a 7.3 tétel bizonyitasa valaszt ad, &m akkor masra figyeltiink. Mit is
mondtunk a bizonyitas soran? Ha az euklideszi algoritmus (i-1)-edik osztasa

@ =b gt
akkor ennek az osztasnak a maradéka
i1 =4 bi gy
Mi az alakja az i-edik osztasnak? Ennek osztanddja az elz oszto, osztdja pedig az elz
maradék, tehat
by =riyq;tr

Ha most rendre x-szel €s y-nal jel6ljiik a legnagyobb k6zds oszt6 i-edik osztandoval és osztoval
valo eléllitdsanak egyiitthatoit, akkor

Inko(a, b) =x-b,_| +y-r,_,=xb,_,+y (ai—l_bi—l'qi—l) =y-a; ;+ (x—y-ql._l) ‘b;_; .
Tehat azt kaptuk, hogy az



X TV 68 Vi TXTY Y
valasztas mellett lnko(a, b) = x;_,-a;_y +y;_,b;_ teljesiil. Mindez azt jelenti, hogy az (i-1)-edik
1épésben
« az osztand¢ egylitthatdja y, vagyis az i-edik osztds osztojanak egyiitthatdja,
* az 0szt6 egyiitthatoja pedigx-y-q,_, , vagyis vessziik a i-edik osztas osztojanak egytitthatdjat
(v), azt Osszeszorozzuk az (i-1)-edik osztds hanyadosaval (g,_,) €s az eredményt kivonjuk a i-
edik osztas osztanddjanak egyiitthatdjabol (x) .

A szédmolast az euklideszi algoritmussal kezdjiik, &m most sziikség van a hdnyadosokra is.

osztan\| oszto | maradeé\| hanyado\| x y segedosz\

d\ k s lop
0

89 26 11 3

26 11 4 2

11 4 3 2

4 3 1 1

3 1 0 3

A folytatas elkészitéséhez az x ésy jel oszlopok utols6 soraiba rendre 0-t illetve 1-et irunk. Ez
két okbol is hasznos. Egyrészt megmarad az az 0sszefliggés, hogy az osztandot x-szel, az osztot
pedig y-nal szorozva az dsszeg kiadja a legnagyobb kozos 0sztot:

1=0-3+1-1.
Masrészt ezekrl a kezdértékekrl indulva az x ésy oszlopok képzési szabalyait megtartva

megkapjuk az utols6 nem nulla maradékot ad6 osztas sorara vonatkozo elallitast
1=1-4+ (0-1-1)-3. Innentl kezdve pedig mar az egyiitthatok elallitasi szabalya mkdodik.

osztan\| oszto | marade\| hanyado\| x y segedosz\

d\ k s lop
0

89 26 11 3

26 11 4 2 3

11 4 3 2 2

4 3 1 1 2

3 1 0 3 0 1 1




A segédoszlopot azért vettiik fel, hogy a szamolo tabla kitoltési szabaly egyszersddjon, és ezaltal
konnyebben megjegyezhet legyen. A segédoszlop ugy keletkezik, hogy a hanyados oszlopot
eggyel lejjebb csusztatjuk, a lecsorgd szamot pedig elhagyjuk. Ezzel a 1épéssel az érjiik el, hogy

az y oszlop kitdltése az alabbi alakot 6lti.

* az aktualis sor y oszlopbeli elemét 6sszeszorozuk a mellette 1év segédoszlopbeli szammal,
majd a szorzatot levonjuk a sor x oszlopabodl. Végiil a kapott eredményt beirjuk a felette 1év

sor y cellgjaba.

osztan\| oszto | maradeé\| hanyado\| x y segedosz\

d\ k s lop
0

89 26 11 3 -7 24

26 11 4 2 3 -7 3

11 4 3 2 -1 3 2

4 3 1 1 1 -1 2

3 1 0 3 0 1 1

Az x oszlop kitoltése is alulrol felfel¢ haladva torténik. Az aktualis értéket ugy kapjuk, hogy

vessziik az eggyel alatta 1év sor y oszlopbeli elemét.

¥ 11.2.2. Algoritmus:. Kiterjesztett euklideszi algoritmus (KEA)

Szoveges leiras

Maple metakod

1. Input: a, b pozitiv egészek

2. Legyen n a tablazat sorainak szama
3. Azivaltozé 2, 3, ..., n értékeire hajtsuk végre az
alabbi utasitasokat
LegyenT; ;= 1T,y 4
(segédoszlop feltoltése)
4. LegyenT 5:=087 (=1

(x ésy kezd értéke)
5. Azivaltozén-1,n — 2,...,1 értékeire hajtsuk
végre az alabbi utasitasokat
LegyenT, s:=T; 1 1 ¢
(x aktualis értéke)
LegyenT, =T, 1 5 Tiv1,6 it 1,7
(v aktualis értéke)

6. Qutput: Inko(a, b) = Tl, sa+ Tl, ¢b

Input: a, b pozitiv egészek

A T'tablazat els négyoszlopaban
végezziik el az euklideszi algopritmust
n = rowdim(T)

for i from 2 ton do

T =T 14

od: Tn’5:=0ésTn’6 =1

forifromn-1tolby -1do

Ts=T 6"
Lo =T 15 Tii16liv17

od:
Qutput: Inko(a, b) =a-x2 +b-y2




V¥ 11.2.3. Mapleimplementacio

|:> restart;

> w th(ant):
"Az ANT (Algorithmic Number Theory) csomag iidvozli Ont!" (1.2.3.1)

A kiterjesztett algoritmus két paramétere az a két szam, amelyeknek a legnagyobb kozos
osztojat keressiik. Az output pedig egy harom elem lista, melynek els eleme az Inko,
masodik és harmadik pedig a Inko-t elallito linearis kombinacid két egyiitthatoja.

> KEA( 8, 6) ;

_ (2,1, -1] (1.2.3.2)
Tehat Inko(8, 6) =2 ésilnko(8,6) =1-8 + ( — 1) -6. A szokésos cal opci6 megmutatja a
szamitas részleteit.

> KEA( 88, 26, cal ) ;

Eukl i deszi al goritmus erednénye( KEA):

osztando oszto maradek hanyados x y segedoszlop _
88 26 10 3
26 10 6 2
10 6 4 1
6 4 2 1
4 2 0 2

Masodi k rész el készit ése(KEA):

osztando oszto maradek hanyados x y segedoszlop _
88 26 10 3
26 10 6 2 3
10 6 4 1 2
6 4 2 1 1
4 2 0 2 01 1

Részl et ek negj el enit ése( KEA) :

osztandé oszté maradék hinyados x vy  segédoszlop |
88 26 10 3 -5 17
26 10 6 2 2 -5 3
10 4 1 -1 2 2
6 4 2 1 1 -1 1
4 2 0 2 0 1 1

Er edmény ( KEA) :
_ [2, -5,17] (1.2.3.3)




A kovetkez parancs azt mutatja, hogy a KEA akkor is jol dolgozik, ha az egyik bemen
paraméter osztdja a masiknak.

> KEA( 80, 10, cal );
Eukl i deszi al goritnus erednenye(KEA) :

osztando oszto maradek hanyados x y segedoszlop
80 10 0 8
Masodi k rész el készit ése(KEA):
osztando oszto maradek hanyados x y segedoszlop
80 10 0 8 01
Részl et ek negj el enit ése( KEA) :
osztando oszto maradek hanyados x y segedoszlop

80 10 0 8 01
Er edneény( KEA) :

[10,0,1] (1.2.3.4)

>

V¥ Linedrisdiofantoszi egyenlet partikularis megoldasa

V 11.3.1. Definicié

Az
ax+by=c

alakl egyenletet kétismeretlenes elsfoku diofantoszi egyenletnek nevezziik, ha egyiitthatoi
egészek, €s a megoldasokat is az egész szamok koreben keressiik. Ha az x, €s az y, egészekre

a-x,+ by, = c teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy [x, , Yol diofantoszi egyenlet partikularis

megoldasa.

Példak

Az alabbi egyenlet
2:x+4-y=5

kétismeretlenes elsfoku diofantoszi egyenlet. Konnyen lathatd, hogy ennek az egyenletnek nem
lehet megoldasa, ugyanis a baloldalon mindig paros szdmot kapuk, akarmit is helyettesitiink x és
y helyébe, a jobb oldalon viszont paratlan szam all. Ezzel szemben az

Sx+8y=1
kétismeretlenes diofantoszi egyenletnek van megoldasa, x = -3 és az y = 2, ugyanis
5:(-3) +8-2=-15+16=1.
Ugyankkorx =5 és y = -3 is megoldas, mert




5-(5) +8:(-3) =25-24=1.
Tehat mind [ -3, 2], mind pedig [5, -3 ] partikularis megolddsa az 5 x + 8 y =1 egyenletnek.

Az elz fejezetben lattuk, hogy [nko(a, b) elallithato a és b linearis kombinacidjaként, vagyis
alkalmas x,, €s y, egészekre

a-xy+b-y, = Inko(a, b) .
Am ami elttiink all, az nem mast mutat, mint azt, hogy X > yo] partikuléris megoldasa az

a-x +b-y=lInko(a, b)
kétismeretlenes elsfoku diofantoszi egyenletnek. Eszerint az a-x + b-y = Inko(a, b) alakl
diofantoszi egyenlet megoldhato.

Most vegyiink egy olyan c egész szamot, amelynek /nko(a, b) osztdja. Ekkor egeész.

¢
Inko(a, b)
Ezzel az szammal az a-x, + b-y, = Inko(a, b) egyenlséget megszorozva kapjuk, hogy

C C

@ (o Tty ) 0 Tty )

Ez az egyenlség pedig azt fejezi ki, hogy az
ax+by=c

diofantoszi egyenletnek van megoldasa, mégpedig

€ i =y . €
% Inko(a, b) © Y= Inko(a, b)

Azt kaptuk tehat, hogy ha a és b legnagyobb k6zds osztoja osztdja c-nek, akkoraz a-x +b-y =c¢
diofantoszi egyenletnek van megoldasa. Masrészt ez a megoldas megkaphat6 oly médon, hogy az

a-x +b-y=lInko(a, b) egyenlet megoldasat megszorozzuk m-vel.

Eszerint az, hogy Inko(a, b) | ¢, elégséges feltétele annak, hogy aza-x + b-y = ¢ diofantoszi
egyenlet megoldhato legyen. Am ez a feltétel sziikséges is, ugyanis ha létezik olyan x ésy, ami
kielégiti aza-x + b-y = c diofantoszi egyenletet, akkor mivel lnko(a, b) osztdja mind a -x-nek,
mind pedig b-y-nak, igy sziikségképpen osztdja azok dsszegének, tehat c-nek is. Ezzel belattuk a
kovetkez tételt.

V 11.3.2. Tétd

Az
ax+by=c

diofantoszi egyenlet akkor és csak akkor megoldhato, ha /nko(a, b) | c. Az egyenlet egy
partikuldris megoldéasat tigy kapjuk, hogy az

a-x+b-y=lInko(a, b)

egyenlet egy partikularis megoldasat megszorozzuk m -vel.

A kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenletetek partikularis megoldasanak kereséséhez minden
eszkoz a rendelkezésiinkre all. A megoldas kulcsa a kiterjesztett euklideszi algoritmus. Az alabbi




1épések elvégzése vezet el benniinket a megoldashoz.
1. Az euklideszi algoritmussal meghatarozzuk Inko(a, b) értékét.
2. Halnko(a, b) nem oszt6ja c-nek, akkor nincs megoldas.

3. Ellenkez esetben, a kiterjesztett euklideszi algoritmus segitségével meghatarozzuk az
a-x +b-y=Inko(a, b) egyenlet egy partikularis megoldasat.

¢
Inko(a, b)
diofantoszi egyenlet egy partikularis megoldasat.

4. A 3. 1épésben kapott x és y értékeket -val megszorozva kapjuk az a- x +b-y =c

Els példaként hatarozzuk meg, hogy a
120-x +45-y=20

diofantoszi egyenlet emegoldhatd-e? Végrehajtjuk a kiterjesztett euklideszi algoritmust a = 120 és
b =45-re.

Osztando Oszto Maradék
120 45 30
45 30 15
30 15 0

Els 1épésként csak az legnagyobb kozos osztot hataroztuk meg. Ez 15, ami nem osztdja 20-nak,
tehat a vizsgalt egyenletnek nincs megoldasa.

Most pedig oldjuk meg a
840-x +33-y=15

diofantoszi egyenletet. A kiterjesztett euklideszi algoritmust a = 840 és b =33 szdmokra kezdjiik
végrehajtani.

Osztando Osztd Maradék
840 33 15
33 15 3
15 3 0
Inko(a, b) = Inko(840,33) =3, —<—— =13 _5
Inko(a, b) 3

Elszor most is a legnagyobb kozos 0sztot hataroztuk meg. Mivel ez 3, ami osztoja a megoldandd
egyenlet jobb oldalan 4ll615-nek, ezért egyenletiinknek van megoldasa. Igy folytattuk a tdblazat
kitoltését az x és y oszlopokkal. Az eredmények alapjan x = -2 ésy =51 megoldasa a

840-x 4+ 33-y=3



diofantoszi egyenletnek. Valoban
840-(-2) +33-51=-1680 + 1683 = 3.

Eddig rendben. Most venniink kell a jobboldali konstans (c = 15) és az /nko(840, 33) hanyadosat,
ez

15 _ 15
Inko(840,33) 3

Ezzel megszorozva a kapott -2 és 51 értékeket egyenletiink megoldasara
x=(-2)-5=-10 ¢és y=51-5=255
adodik. Ellenrizziik, hogy valéban megoldast kaptunk-e!
840-(-10) +33-255=-8400 + 8415 =15.

| Az eredmény megnyugtato.

5.

¥ Az altalanos megoldas

A diofantoszi egyelet partikularis megoldasabol kiindulva kdnny tovabbi megoldasokat talalni.
Tekintsiik tovabbra is a 840-x + 33-y =15 egyenletet. Adjuk hozza azx = - 10 partikularis
megoldashoz az y egyiitthatojanak (33) és a baloldali egytitthatok (840, 33) legnagyobb k6zds
osztojanak (3) hanyadosat .

33 33

=-10 + =-10 + — =-10+11=1.
o Inko (840, 33) 3
Azy értékébl pedig vonjuk le az x egyiitthatoéjanak és az Inko(840, 33)-nak a hanyadosat
840 840
=255~ =255-—— =255-280=-25.
1 Inko(840, 33 ) 3

Végiil helyettesitsiik be ezeket az értékeket az eredeti egyenletbe:

840-1 +33-(-25) =840-825=15.
Tehat azx, és azy, 0j megoldasat adja az egyenletnek. Ebbl az is latszik, hogy az eljarast x, -re
¢s y, -re megismételve tovabbi megoldasokhoz juthatunk. fgy egyre Ujabb és jabb megoldasokat

krealva lathatjuk, hogy ha a kétismeretlenes linearis diophantosi egyenletnek 1étezik megoldasa,
akkor végtelen sok megoldasa van.

V1141 Tetd

Legyena és b egész szam. Ha az
ax+by=c
diofantoszi egyenletnek R partikularis megoldésa, akkor az 6sszes megoldast a

b
+ Inko(a, b) !

a
= ——.t
Y= Inko(a, b)

| formulédk szolgaltatjak, ahol ¢ tetszleges egész.

X=XO




Bizonyitas

Arrdl egyszer behelyettesitéssel meggyzdhetiink, hogy az éllitdsban szerepl x ésy valoban
megoldas. Ugyanis

_ b 8 N —2b
axtby=a (x0+ Inko(a, b) t) +b(y0 Inko(a, b) t) @+ Inko(a, b) tHbyg
a.b = . . =
Inko(a.b) Saxthy=e
Ha pedig azt tesziik fel, hogy x és y megoldasok, akkor teljesiilnek a
axy+by,=c
ax+by=c

egyenlségek. Ezek kiilonségét képezve az
a- (x—xo) +b- (y—yo) =0

egyenlséghez jutunk, amit atrendezve és /nko(a, b)-vel elosztva az

iko(a, b)) T Tnkota, by (07)-
egyenlséget kapjuk.

Mivel ——%—— relativ prim

b a
Inko(a, b) Inko(a, b) Inko(a, b)
b

masrészt W osztdja (*¥=Xp)- Tehat alkalmas g, €s g, egészekre

-hez, ezért egyrészt osztoja - ( Yo~ y) -nak,

b

1S XX Inko(a, b) 9.

B a
YomV = Inko(a, b)
Ebbl

o a b
Y=Y Inko(a, b) Inko(a, b) %

Ez a két értéket aza-x + b-y = c egyenletbe helyettesitve

‘g, €8x =X,

b _
@t o) 2T O b ql)_c
a-b a-b _
@+ Inko(a, b) 0+ by, Inko(a, b) h=¢
a-b o a-b )
Inko(a, b) % Inko(a, b) 7
4>=4;.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
Az elz fejezetben meghataroztuk a
840-x +33-y =15

diofantoszi egyenlet partikularis megoldéasat: x = - 10 ésy =255. A most bizonyitott tétel szerint



az egyenlet 6sszes megoldasat

33 33
=-10 + d=-104+ =t=-10+11-
* 0 Inko(840, 33) ! 0 3 : 0 !
y=255- 840 -t=255——8§0 1 =255-280-¢

Inko (840, 33)
formuldk szolgaltatjak. Lelkiismeretiink megnyugtatasa végett hajtsuk végre az ellenrzést.
840-(-10 +11-¢) +33-(255-280-7)=8400 + 9240-¢ + 8415-9240-¢t=15.

Tehat minden rendben.

A kézi szamolasi sémat kiegészitjiik egy 0j sorral. Ebben kiszdmitjuk a m ésa
m értekeket, és azx ésy jel oszlopba beirjuk az 4ltaldnos megoldast.
Osztando Oszto Maradék
840 33 15
33 15 3
15 3 0
_ c _ Partik
Inko(a, b) =3, —lnko(a,b) 5
b a Altal
—— =11, —— =280
Inko(a, b) > Inko(a, b)

A most kovetkez algoritmusban felhasznaljuk a kiterjesztett euklideszi algoritmus Maple

crer

nem negativ egész (a és b), outputja pedig harom elem lista. A lista els eleme /nko(a, b)
masodik és harmadik eleme pedig az /nko(a, b)-nek a és b-vel eldllitott linearis kombinacidjanak
egytitthat6i. Ha tehat z = KEA(a, b), akkor z; maga a legnagyobb kozos 0szt6, tovabba

zy=az,+ b-z3.

¥ 11.4.2. Algoritmus: Linearisdiofantoszi egyenlet megoldasa

Szoveges leirads Maple metakod

1. Input: a, b, c pozitiv egészek ( Input: a, b, c pozitiv egészek (

ax+by=c) ax+by=c)
2. Legyen z := KEA(a, b) : Inko=z, z = KFA(a, b)ifirem(zl, c) then
3. Haz, osztdja c-nek Akkor e 28 b,

o o

=g =, O
0 "2 Inko 075 Inko



Z3'C a
y = -—f
Legyenx := x, + b -t %1 %1
&y 0" Inko return [x, y]
L — 4 else
CeYCNY = V0™ ko print("Nincs megoldas")
Kiilonben ﬁ.return L]

"Nincs megoldas" '

4. Quiput: [x,y] Qutput: Inko(a, b) =a-x2 +b-y2
¥ 11.4.3. Mapleimplementacio
|:> restart;
> wth(ant):
"Az ANT (Algorithmic Number Theory) csomag iidvozli Ont!" (1.4.3.1)

A Diofantosz eljarast a mar kordbban kézzel megoldott egyenlettel mutatjuk be. Am biztatjuk
olvasonkat, hogy hivja meg az eljarast kiilonboz egytitthatokkal, figyelje meg az
eredményeket ¢és értelmezze azokat.

> Di of ant 0sz( 840, 33, 15);
[x=-10+11¢y=255—2801¢] (1.4.3.2)

> Di of ant osz( 840, 33, 15, cal );
Részl et ek negj el enit ése( D of ant 0sz):

osztando, oszto, maradek, hanyados, x, y

2

840,33, 15,25, -2, 51 }

33,15,3,2, 1, —2},

15,3,0,5, 0, 1},
K Inko(a, b) =3, m =5, Partikularis megoldas:, - 10, 255 |,
b a o ,
kota by Y oy 280.4 5 -10+ 11
"’ Inko(a, b) > Inko(a. b) 80, Altalanos megoldas:, -10 + 11 ¢,
255 — 280 t”

Er ednmény( Di of ant 0sz):
[x=-10 +111¢y=255—280¢] (1.4.3.3)

¥ Négyszog har omszdgszamok

A masodik eladasban mar talalkoztunk a haromszog szamokkal. Ezek azok a szamok, amelyekre




az teljesiil, hogy annyi darab kavics kirakhaté haromszog alakzatba. Ilyen szamok példaul az 1, 3,
6 €s 10. Azt is megmutattuk, hogy a haromszdg szamok kielégitik a7, , |, =7 + (n + 1) rekurziv

relaciot, valamint azt, hogy az ket elallito zart formula

_n-(n+1)
Tn—#.

A négyzetszamok négyzet alakban elrendezhet kavicsokat biztositanak, €s igy az ket elallitd
formula értelemszeren

S =n2.

n

Most arra kérdésre keressiik a valaszt, hogy a haromszogszamok €s a négyzetszamok halmazanak
vannak-e k6z0s elemei? Vagyis a kovetkez két kérdést tessziik fel.

a) Melyek azok a haromszogszamok, amelyek egyidejleg négyzetszamok is?
b) Van-e rekurziv formula a két halmaz k6zo6s elemeire?

Az els kérdésre a természetes reakcionk, hogy kisérletezziink. Nézziik meg az els 20
haromszogszamot

1,3,6,10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105, 120, 136, 153, 171, 190, 210 .

Es maris megtalaltuk az els olyan egytl kolonboz haromszog szamot, ami négyzetszam is, ez a
36. Erdemes tehat tovabb menni, mert a két vizsgalt halmaz metszete nem csak az 1-et
tartalmazza. Ha azt akarjuk, hogy az n-edik haromszog szam legyen egyenl valamilyen m-re az
m-edik négyzetszammal, akkor n és m-nek egészeknek ki kell elégitenie az

n-(n+1) _ i
2
egyenletet, melyen végezziik el a kdvetkez altalakitdsokat. Kettvel vald szorzés utan:
nt+n=2-n
Az egyenlet mindkét oldalat 4-gyel szorozzuk:
4n* +4-n=42nt,
majd a bal oldalt teljes négyzetté alakitjuk

2n+1)%-1=2-(2-m)>

Végiil bevezetjiik az
x=2n+1éy=2-m
jelolést, és ezzel az
-2 y2 =1

diofantoszi egyenlethez jutunk, melyet Pell egyenletnek neveziink. Mivel az eddig elvégzett
atalakitasaink visszafelé is elvégezhetk, ezért kimondhatjuk a kovetkez tételt.
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Az n ésm egész szam akkor és csak akkor megoldasa az

n-(n2+ 1) =




egyenletnek, hax=2-n + 1 ésy =2-m megoldasa az
-2 y2 =1
egyenletnek.

Példak

Vizsgaljuk meg a 36-ot, ami haromszogszam is és négyzetszam is egyben. Mivel 36 a nyolcadik
haromszogszam (36 = %), ezért n = 8. Ugyanakkor 36 a hatodik négyzetszam, tehat m = 6.
Ezeket az értékeket az
x=2n+1éy=2-m
formulakba helyettesitve az
x=2-8+1=17¢ésy=2-6=12
érékekhez jutunk. Ez a két egész valoban kielégiti a Pell egyenletet ugyanis
177-2-12°=289-2-144 =289-288 = 1.

Most pedig keressiink probalkozassal megoldasokat a Pell egyenlethez! A feladat olyan
négyzetszamok megkeresése, amelyek koziil a kisebbet kettvel szorozva a nagyobbiknal 1-gyel
kisebb szamot kapunk. Ehhez irjunk fel néhany négyzetszamot:

1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64.

Mindjart az elején sikerélménylink van! Ugyanis a 4 kétszerese eggyel kisebb 9-nél. Ez a Pell
egyenlet alakjdban megjelenitve latjuk, hogy

3%-2:2°=9-4=1,
ami azt mutatja, hogy x =3 és az y =2 kielégiti a Pell egyenletet. A nekik megfelel n és m
értékek pedig az aldbbiak szerint alakulnak
k. 1 ésm= 2 1.

2 2

Nos, megtalaltuk az 1-et, ami az els haromszdgszam és egyben az els négyzetszam is.

n=

A Pell egyenlet jobb oldalan 1 all, melynek négyzete 5nmaga. Erdemes lenne megnézni, hogyan
viselkedik a Pell egyenlet bal oldala négyzetre emelés esetén.

2
(x2—2-y2) =x4—4-x2-y2 + 4-y4.

Ebbl bizony nem sok minden latszik, de ne adjuk fel! A jobb oldalon j6 lenne olyasmit latni, ami
emlékeztet a Pell egyenletre: "valaminek a négyzetébl le van vonva valami négyzetének a

kétszerese". Ha a jobb oldali kifejezést (x4 +4- y4) ~4-x* y2 alakba irjuk, akkor azt vehetjiik
észre, hogy a zarojelben 1év kifejezés emléketet két tag négyzetének a két négyzetes tagjara,

hidnyzik viszont a kétszeres szorzat. Erre els otletiink a 4 X y2 hozzaadasa és levonasa lehet. Es
mint latni fogjuk, ez egyben elegend utolso otletnek is. Ugyanis

(x4+4-y4) —4-x22-y2= , )
(x4 —|—4-y4) +4-x2-y2— 4-x2-y2—4-x2-y2= (x —I—yz) —2-(4-x2-y2) = (x2 —I—yz) -2-(2xy) ",

, 2
ez pedig pontosan az az alak amire vagytunk. Es mivel (xz— 2 yz) =1, igy



2 2
(x2+2'y2) -2-(2:xy) =1.
Kaptuk, hogy 42 -y2 ¢s2-x-y is megoldasa a Pell egyenletnek, hax ésy is az volt.

Ez annyira izgalmas eredmény, hogy példakkal is meg kell gyzni magunkat. Azt lattuk, hogy
x =3 ésy =2 megoldas. Lassuk a szamolast

X 4297=324+222=9+8=17,
valamint
2:xy=2-3-2=12.
Valdban megoldast kaptunk? Nem kell mast tenni, mint behelyetesiteni
17°-2-12>=289-2-144 =289-288 = 1.

Tehat az x =3 ésy =2 megoldasbol a kapott Gsszfiiggés alapjan le tudtunk gyartani egy Gjabb
megoldast: x =17 ésy = 12. Ha a felismert dsszefiiggés jol mkddik, akkor ebbl a megoldasbol
kiindulva is egy tjjabb megoldast kaphatunk, és igy tovabb, az eljarast minden hataron tal
folytathatjuk. Ezzel megoldasok egy x;, y, sorozatat allithajtuk el, melyre az alabbi rekurziv

relacio teljesiil
l.x; =3¢y, =2
2 2

Kaptunk tehat végtelen sok megoldast a Pell egyenletre. Es mivel megmutathato, hogy ezeken
kiviil nincs mas megoldas, tgy is fogalmazhatunk, hogy a most rekurziv modon bevezetett sorozat
a Pell egyenlet 6sszes megoldasat tartalmazza.

Az alabbi tablazatban kiszamitottuk a Pell egyenlet megoldasainak sorozatabdl néhany elemet

k X, Vs Magyarazat

1 3 2

2 17 12 17=3>+2-2%,

12=2-3-2

3 577 408 577=17*+2-127,
408 =2-17-12

4 665857 | 470832 | 665857 =577 +2-408°,
470832 =2-577-408

Figyeljiik meg, hogy a Pell egyenlet megoldasai milyen rohamosan nnek!

Most mér fel tudjuk sorolni a Pell egyenlet megoldasainak sorozatat, &m minket azok a
haromszog szamok érdekelnek, amelyek egyben négyzetszamok is. A megoldas a keziinkben van,
csak formaba kell onteni. A 7.10 tétel kapcsolatot 1étesit a Pell egyenlet [x, y] megoldésai és az
[n, m] szamparok kozott. Itt az n jelenti a haromszdgszamok sorozataban azt az indexet, amelyre
az n-edik haromszogszam egyben m-edik négyzetszam is. A kapcsolatot az



x=2n+1ésy=2-m

egyenlségek irjak le. Mivel most x-et és y-t ismerjiik, igy n-et és m-et rendre kifejezziik ezekbl
az egyenlségekbl:

> ést%.

Ezt a két egyenlséget felhasznalva a Pell egyenlet sorozatara nyert rekurziv dsszefiiggés az n és
m értékek alabbi rekurziv meghatarozasadhoz vezet

n=

lL.n=1¢ m~=1,
2.nk+1=4-ni+2-nk+4'mi és mk+1:4'”k'mk+2'mk

Az alabbi tablazatban kiszdmitottuk az [n v mk] sorozat els négy elemét. €s kiszamitottuk az n;-
adik haromszog szamot valamint az m-adik négyzet szamot.

k n, m, Ellenorzes Ellenorzes
1 1 1| r=1 s, =1
2 8 6 ngﬁz% S,=6"=36
2
3 288 204 Tyeg = 288-289 —41616 5204:2042:41616

4 332928 | 235416

T33598 Sr35416 = 2354167
_ 332928-332929 =55420693056
2
=55420693056

V¥ 11.5.2. Algoritmus: Négyszog har omszdg szamok

Szoveges leirds Maple metakod

1. Input: k természetes szdm Input: k természetes szam
2.n=1:m=1

4. Azivaltozo6 2, 3, ..., k értékeire hajtsuk végre az
alabbi utasitdsokat

n=1:m:=1
for i from 2 to k do

xn=4-n*+2-n+4-m xn = 4-n* +2-n+4-m’
xm:=4-n-m+2-m xmi=4-n-m+2-m:
n=Xn:m:= xXm
n=Xn:m:i= xm
od:
7. Qutput: nntl) a k-adik négyszog n-(n+1)
2 Qutput: a k-adik négyszog

haromszogszam




\ 4

haromszogszam

11.5.3. Mapleimplementacio

[> restart;

> wth(ant):
"Az ANT (Algorithmic Number Theory) csomag iidvozli Ont!" (1.5.3.1)

Azm34 eljaras allitja el a négyszdg haromszdgszamokat. Outputjanak els eleme a keresett
szdmnak haromszog szamok sorozataban elfoglalt helyének indexe. A masodik paraméter a a
szam négyszog szamokbeli indexe, végiil a harmadik eleme maga a keresett négyszog
haromszog szam.

> nB4(4, cal);

Részl et ek negj el enitése(nB4):

4 n-edik haromszogszam — n-edik négyzetszam

1 T,=1 5, =1
2 T,=36 Sg=36
3 Ty =41616 Sy04 =41616

4 Tyip0,5 = 55420693056 8,554, = 55420693056

Er ednény(nB4) :

i [332928, 235416, 55420693056 ] (1.5.3.2)
Legytink ovatosak az m34 hasznalataval. Mar a 6 inputra is oriasi szamokat eredményez.

> nB4(6);

[786292024016459316676608, 555992422174934068969056, (1.5.3.3)

309127573515950117423442905473334441338685531136 ]

> 786292024016459316676608* ( 786292024016459316676608+1) / 2;
309127573515950117423442905473334441338685531136 (1.5.3.4)

> 555992422174934068969056" 2;
309127573515950117423442905473334441338685531136 (1.5.3.5)

V Ellenr z kér dések

1. Mit neveziink diofantoszi egyenletnek? Mikor mondjuk, hogy a diofantoszi egyenlet linedris?

2. Oldjuk meg algebrai modszerrel az alabbi linearis diofantoszi egyeleteket!
a) x+5y=4 b)28x +80y=40

3. Hajtsuk végre a kiterjesztett euklideszi algoritmustaz alabbi szdmparokon!
a) [130,85] b) [36,11] c) [345, 123] e [2432, 460]



4. Allitsuk el az alabbi szamparok legnagyobb kozos osztojat a szamok linearis
kombinaciojaként!

a) [25,5] b) [76, 24] c) [354, 120] e [24032, 4060]

5. Irjuk le a KEA egyes 1épéseit! Hogy toltjiik ki azx ésy jel oszlopokat?

6. Ha nem hasznalnank a segédoszlopot a KEA-ban, hogy mddosulna az x ésy oszlopok kitoltési
szabalya?

7. Mi a feltétele az a-x + b-y = c diofantoszi egyenlet megoldhatosaganak?
8, Milyen lépéseket kell elvégezni ahhoz hogy megkapjuk az a-x + b-y = c egy megoldasat!

9. Dontsiik el, hogy az alabbi diofantoszi egyenleteknek van-e megoldasa, és ha igen, adjunk meg
egy megoldast!

a)12x+4y=5 b)210x+84y=1240 c)44x+3x=7 d)51x+21y=82

10. Hogy all el az a-x + b-y =c diofantoszi egyenlet altalanos dsszes megoldasa egy konkrét
megoldasbol?

11. Adjuk meg az alabbi diofantoszi egyenletek dsszes megoldasat!
a)llx+5y=4 b)238x+84y=40 ¢)44x+33x=22 d)51x+21y=82

12. Mi a kapcsolat a négyszdg haromszogszamok €s a Pell egyenlet k6zott?



